Sur la Caracterisation des Retractes Holomorphes a l'aide de la Metrique
  Infinitesimale de Kobayashi by Vigue, Jean-Pierre
ar
X
iv
:0
80
7.
16
44
v1
  [
ma
th.
CV
]  
10
 Ju
l 2
00
8
Sur la caracte´risation des
re´tractes holomorphes a` l’aide
de la me´trique infinite´simale de Kobayashi
Jean-Pierre Vigue´
1. Introduction
Dans un article re´cent avec M. Abate [2], nous avons montre´ le the´ore`me suivant.
The´ore`me 1.1.- Soient (E1, ‖.‖1) et (E2, ‖.‖2) deux espaces de Banach complexes
et soient B1 et B2 leurs boules-unite´s ouvertes. Soit f : B1 −→ B2 une application
holomorphe telle que f(0) = 0 et que f ′(0) soit une isome´trie (c’est-a`-dire que, pour tout
x ∈ E1, ‖f
′(0).x‖2 = ‖x‖1). Alors, les assertions suivantes sont e´quivalentes :
(i) il existe une de´composition directe E2 = f
′(0)(E1) ⊕ F telle que la projection
associe´e pi : E2 −→ f
′(0)(E1) soit de norme 1,
(ii) f(B1) est une sous−varie´te´ directe ferme´e de B2, f est un biholomorphisme de
B1 sur f(B1) et il existe une re´traction holomorphe de B2 sur f(B1).
Signalons aussi le re´sultat suivant, duˆ a` M. Abate [1] : Soit D un domaine borne´ taut
de Cn et soit f : D −→ D une application holomorphe. Conside´rons la suite des ite´re´es
fn de f . Alors, si la suite fn n’est pas compactement divergente, il existe une re´traction
holomorphe unique ρ : D −→ D adhe´rente a` la suite fn et f est un automorphisme
analytique de ρ(D).
Ces deux re´sultats montrent l’importance des re´tractions holomorphes. Dans cet
article, nous allons donner une caracte´risation des sous-varie´te´s complexes ferme´es V de
la boule-unite´ ouverte de Cn pour une norme, re´tractes holomorphes de D en utilisant la
me´trique infinite´simale de Kobayashi. Nous donnerons aussi un certain nombre d’exemples
et d’applications.
2. Rappels
On dit qu’une application holomorphe ρ : D −→ D est une re´traction holomorphe si
ρ2 = ρ, ou, ce qui revient au meˆme que ρ est e´gal a` l’identite´ sur son image ρ(D). On dit
alors que son image ρ(D), qui est une sous-varie´te´ analytique complexe de D, est re´tracte
holomorphe de D.
Pour la de´finition et les proprie´te´s des me´triques infinite´simales de Carathe´odory ED
et de Kobayashi FD sur un domaine borne´ D de C
n (ou plus ge´ne´ralement, une varie´te´
analytique complexe), nous renvoyons le lecteur au livre de S. Kobayashi [6] (on peut aussi
consulter les livres de T. Franzoni et E. Vesentini [4] ou de M. Jarnicki et P. Pflug [5]).
On sait d’autre part que, si f est une application holomorphe de D1 dans D2, on a,
pour tout x ∈ D1, pour tout v appartenant a` l’espace tangent Tx(D1),
FD2(f(x), f
′(x).v) ≤ FD1(x, v),
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ED2(f(x), f
′(x).v) ≤ ED1(x, v).
En particulier, si f est un isomorphisme analytique de D1 sur D2, alors les ine´galite´s
pre´ce´dentes sont des e´galite´s.
Enfin, remarquons que, si B est la boule-unite´ ouverte de Cn pour une norme ‖.‖, on
de´duit du the´ore`me de Hahn-Banach que, pour tout v ∈ Cn,
EB(0, v) = FB(0, v) = ‖v‖.
Rappelons enfin le re´sultat de L. Lempert [7 et 8] (voir aussi le livre de S. Kobayashi
[6]) : soit D un domaine borne´ convexe de Cn. Sur D, les me´triques infinite´simales de
Carathe´odory ED et de Kobayashi FD co¨ıncident.
3. Les re´tractes holomorphes de dimension 1
Nous allons commencer par donner les re´sultats en dimension 1. Comme cela ap-
paraˆıtra clairement dans la suite (voir aussi L. Lempert [8]), c’est un cas fondamentalement
diffe´rent de celui de la dimension supe´rieure et, du moins, dans le cas ou` D est un domaine
borne´ convexe, il est assez bien compris. Cependant, il me semble inte´ressant de reprendre
les re´sultats obtenus en dimension 1 [9].
Rappelons qu’une ge´ode´sique complexe (au sens de E. Vesentini) d’un domaine borne´
D de Cn est une application holomorphe ϕ : ∆ −→ D qui est une isome´trie pour les
me´triques infinite´simales de Carathe´odory en un point de ∆ (ou en tout point de ∆ ; les
deux proprie´te´s sont e´quivalentes).
Conside´rons un domaine borne´ convexe D de Cn. Soit V une sous-varie´te´ complexe
de D. Si V est re´tracte holomorphe de D, alors il est facile de voir que V est simplement
connexe. Si on suppose de plus que V est de dimension 1, ceci entraˆıne que V est analy-
tiquement isomorphe au disque-unite´ ∆ et que V est l’image d’une ge´ode´sique complexe
ϕ : ∆ −→ D au sens de E. Vesentini. Re´ciproquement, si ϕ : ∆ −→ D est une ge´ode´sique
complexe, son image ϕ(∆) est isomorphe au disque-unite´ ∆ et est re´tracte holomorphe de
D. Dans ce cas-la`, on peut montrer que D admet beaucoup de ge´ode´siques complexes et
donc de re´tractions holomorphes, alors que, comme l’a de´ja` remarque´ L. Lempert [8], en
dimensions strictement supe´rieures a` 1, les re´tractions holomorphes n’ont pas de raison
d’exister.
Si on veut essayer de caracte´riser les re´tractions holomophes de dimension 1 dans
des domaines borne´s non ne´cessairement convexes, il peut eˆtre utile de de´finir d’autres
me´triques invariantes [9], mais, pour l’instant, les re´sultats obtenus sont techniques et
complique´s.
4. Le re´sultat principal et sa de´monstration
Le re´sultat principal que nous allons de´montrer dans cet article est le suivant.
The´ore`me 4.1.- Soit B la boule-unite´ ouverte de Cn, muni d’une norme ‖.‖, et soit
V une sous-varie´te´ complexe ferme´e de B telle que 0 ∈ V . Pour que V soit re´tracte
holomorphe de V , il faut et il suffit que les deux conditions suivantes soient satisfaites :
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(i) FB(0, v) = FV (0, v), ∀v ∈ T0(V ),
(ii) il existe un projecteur p de norme 1 de Cn sur T0(V ) (C
n et T0(V )e´tant munis de
la norme ‖.‖).
Avant de de´montrer ce re´sultat, remarquons que, d’apre`s le re´sultat que nous avons
rappele´, on sait que FB(0, .) = ‖.‖. Par suite (i) signifie que FV (0, .) est e´gal a` la norme
‖.‖ restreinte a` T0(V ).
De´monstration. Supposons d’abord qu’il existe une re´traction holomorphe ρ : B −→
V . En conside´rant l’injection i : V −→ D, on obtient :
FV (0, (ρ◦i)
′(0).v) ≤ FB(0, i
′(0).v) ≤ FV (0, v).
Mais (ρ◦i)′(0) = id. Par suite, pour tout v ∈ T0(V ), on a : FB(0, v) = FV (0, v), ce qui
montre (i).
D’apre`s les proprie´te´s de la me´trique infinite´simale de Kobayashi, il est clair que
ρ′(0) est un projecteur de norme 1 de Cn sur T0(V ), quand on munit C
n de la me´trique
infinite´simale de Kobayashi FB(0, .) et T0(V ) de la me´trique infinite´simale de Kobayashi
FV(0, .). Mais, nous venons de montrer que FB(0, .) est e´gal a` la norme ‖.‖ et que FV(0, .)
est la restriction a` T0(V ) de la norme ‖.‖. Ceci suffit a` de´montrer que ρ
′(0) est un projecteur
de norme 1 pour la norme ‖.‖.
Montrons maintenant la re´ciproque. Remarquons d’abord que le projecteur p de
norme 1 dont nous avons suppose´ l’existence envoie B dans B. Aussi, p|B : B −→ B est
une re´traction holomorphe de B sur B∩p(Cn) = B∩T0(V ). Conside´rons maintenant p|V :
V −→ B∩T0(V ). Comme B∩T0(V ) est la boule-unite´ ouverte de T0(V ), ceci entraˆıne que
FB∩T0(V )(0, .) = ‖.‖. On en de´duit que, pour tout v ∈ T0(V ), FV (0, v) = FB∩T0(V )(0, v).
Aussi, p|V : V −→ B ∩ T0(V ) est une isome´trie pour la me´trique infinite´simale de
Kobayashi a` l’origine, ce qui signifie que, pour tout v ∈ T0(V ),
FB∩T0(V )(0, v) = FV (0, v) = FV (0, p(v)).
D’autre part, on sait que V qui est une sous-varie´te´ complexe ferme´e de B est comple`te
pour la distance de Kobayashi et est donc taut. On peut donc appliquer le the´ore`me de
L. Belkhchicha [3]. Ainsi, p|V est un isomorphisme analytique de V sur B ∩ T0(V ). Alors
l’application ρ = (p|V )
−1◦p est bien une re´traction holomorphe de B sur V , et le the´ore`me
est de´montre´.
Ce re´sultat peut bien suˆr s’appliquer quand V est de dimension 1. Il peut eˆtre
inte´ressant de le traduire dans ce cas. On de´duit facilement du the´ore`me de Hahn-Banach
que, si F est un sous-espace vectoriel de dimension 1 de Cn, il existe une projection
p : Cn −→ F de norme 1. La condition (i) du the´ore`me 4.1 (portant sur l’e´galite´ des
me´triques infinite´simales de Kobayashi) suffit donc a` entraˆıner que V est re´tracte holo-
morphe de B (et aussi que V est l’image d’une ge´ode´sique complexe de B).
5. Applications
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A titre d’applications, nous allons traiter quelques exemples.
Exemple 5.1.- Soit B la boule-unite´ ouverte de C2, muni de la norme hermitienne et
soit
V = B ∩ {(x, y) ∈ C2|y = x2}.
Alors V n’est pas re´tracte holomorphe de B.
En effet, V est l’ensemble des (x, y) ∈ C2 tels que y = x2 et que |x|2 + |x|4 < 1 ou, si
l’on pre´fe`re que |x| soit strictement infe´rieur a` une constante ρ < 1. Il est alors facile de
ve´rifier que, pour tout v ∈ T0(V ), (v 6= 0), FV (0, v) 6= FB(0, v). Ainsi, V n’est pas re´tracte
holomorphe de B.
Nous allons voir maintenant comment le le the´ore`me 4.1 permet de ramener les ques-
tions a` des proble`mes pour des applications line´aires, ce qui est plus facile.
Exemple 5.2.- Soit B le polydisque ouvert ∆3 ⊂ C3 et conside´rons l’application line´aire
ϕ : (x, y) 7→ (x, y, x+ y). Il est clair que V = ϕ(C2) ∩ ∆3 est une sous-varie´te´ complexe
ferme´e de B. L’ensemble (1, 0, 1)+({0}×∆×{0}) est contenu dans la frontie`re de B. S’il
existait une projection p de norme 1 de C3 sur ϕ(C2), cette projection devrait s’annuler
sur {0}×C×{0}. En conside´rant le point (0, 1, 1), on trouve un autre sous-espace de C3.
Ainsi, une telle projection ne peut pas exister !
En appliquant le the´ore`me 4.1, on en de´duit que la sous-varie´te´ V n’est pas re´tracte
holomorphe de B.
6. Questions
Les re´sultats pre´ce´dents ame`nent a` se poser la question suivante : soit D un domaine
borne´ convexe de Cn. Soit V une sous-varie´te´ complexe ferme´e de D et soit a ∈ V. Il est
facile de voir que, s’il existe une re´traction holomorphe ρ : D −→ V , alors on a :
(i) FV (a, .) = FD(a, .)|Ta(V ),
(ii) il existe une projection p de norme 1, lorsque Cn et Ta(V ) sont munis des me´triques
infinite´simales de Kobayashi FD(a, .) et FV (a, .).
On peut se demander si la re´ciproque est exacte, ce qui ge´ne´raliserait le the´ore`me 4.1.
Pour l’instant, ce re´sultat semble difficile a` aborder. il faudrait en particulier ge´ne´raliser
le the´ore`me de L. Belkhchicha [3], ce qui est sans doute assez de´licat.
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